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Pour les lecons :
- 101 : Groupes opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
- 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
- 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
- 190 : Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement.

Lemme 1. Formule de BURNSIDE. ]

Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini . On note €2 ’ensemble des orbites de E sous 'action de G.

Alors, || = éZ|FiX(g)|7 ou Fix(g) ={z € E | g-z ==z}, pour z € G.
geG

PREUVE : Soit C ={(g9,z) € G X E | g-x =z}. On va calculer |C| de deux fagons différentes.
— D’une part, on a C = |_| {(g,z) |lgeGetg-z=a}= |_| Stabg(z) x {z}. Donc :

zeE z€E

IC| = ) IStabg(z) x {z}]

zeR

= > |Stabg(x)|

rzeE

_ (€]
- Zlozl’

zeE

ou, pour z € E, O, est 'orbite de x sous ’action de G.

Mais F = |_|Oz, et siw € Q, Op = w pour tout x € w. Donc :
z€E

1
€l = 16Y 5y

z€E

= GXY

weEQTrEwW

= |G1)1

wenN

= |Glel

— Ensuite, on a C' = |_| {(g,x) |zr€Eetg-z=a}= |_| {g} x Fix(g). Donc :
geG zeG

Cl = [Fix(g)l,

geqG

ce qui acheve la preuve. O

Théoréme 2. de DIXON. ]

Soit G un groupe non abélien d’ordre n. On note k le nombre de classes de conjugaison de G et p(G) la probabilité
que deux éléments de G tirés uniformément et indépendamment commutent.

Alors, p(GQ) = % < g

PREUVE : On fait agir G sur lui-méme par conjugaison.

, k
* ETAPE 1 : Montrons que p(G) = —. D’apres la formule de BURNSIDE :
n

k=S IFix(g)l,

geG
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avec, pour g € G, Fix(g9) = {z € G | gv = zg} =: C; (centralisateur de z).
Soit A = {(z,9) € G* | zg = gx}. Alors, p(G) = 4]

— (par définition).
n
On écrit alors :

1

geG
1

= —l{(@.9) €G* |29 = ga}
1

= H|A|

= np(G).

Donc :

k
-

p(G) =

* ETAPE 2 : Montrons que [G : Z(G)] > 4, ot Z(G) est le centre de G.
Comme G n’est pas abélien, il existe x € F tel que Cy # G. On a donc [G : Cy] > 2.
Ensuite, on a Z(G) < Cq, et Z(GQ) # C, car z ¢ Z(G). Donc [C, : Z(G)] > 2.
Donc :

[G:Z(G)] =[G:CLlCs: Z(Q)] = 4.

Donc :

(G Z(G)] > 4.

Donc |Z(G)] < %

, 5
* ETAPE 3 : Montrons que p(G) < 3
Si x € G, on sait que x € Z(Q) si, et seulement si C; = G. Donc :

v ¢ Z(GQ) = [G: Ch] > 2 = |Cal < %|G\.

En outre :

Al =

| |Ce

zeG

= D |G

zeG

= DG+ Y 1G]

z€Z(Q) z€G\Z(G)

= Y G+ Y G

2€Z(G) 2€G\Z(G)

Gliz@l+ Y Sldl

£€G\Z(G)

N

il
2
a1+ 1z

ETAPE 2 G G
2 19 (1614 19)

N

ClZ(G)] + 1G] = 1Z(G)])

N

2 4
o
a3

N

Par conséquent :

ce qui acheve la preuve. O
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