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Pour les leçons :
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Lemme 1. Formule de Burnside.

Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini E. On note Ω l’ensemble des orbites de E sous l’action de G.

Alors, |Ω| = 1

G

∑
g∈G

|Fix(g)|, où Fix(g) = {x ∈ E | g · x = x}, pour x ∈ G.

Preuve : Soit C = {(g, x) ∈ G× E | g · x = x}. On va calculer |C| de deux façons différentes.

−→ D’une part, on a C =
⊔
x∈E

{(g, x) | g ∈ G et g · x = x} =
⊔
x∈E

StabG(x)× {x}. Donc :

|C| =
∑
x∈E

|StabG(x)× {x}|

=
∑
x∈E

|StabG(x)|

=
∑
x∈E

|G|
|Ox|

,

où, pour x ∈ E, Ox est l’orbite de x sous l’action de G.

Mais E =
⊔
x∈E

Ox, et si ω ∈ Ω, Ox = ω pour tout x ∈ ω. Donc :

|C| = |G|
∑
x∈E

1

|Ox|

= |G|
∑
ω∈Ω

∑
x∈ω

1

|ω|

= |G|
∑
ω∈Ω

1

= |G||Ω|.

−→ Ensuite, on a C =
⊔
g∈G

{(g, x) | x ∈ E et g · x = x} =
⊔
x∈G

{g} × Fix(g). Donc :

|C| =
∑
g∈G

|Fix(g)|,

ce qui achève la preuve.

Théorème 2. de Dixon.

Soit G un groupe non abélien d’ordre n. On note k le nombre de classes de conjugaison de G et p(G) la probabilité
que deux éléments de G tirés uniformément et indépendamment commutent.

Alors, p(G) =
k

n
⩽

5

8
.

Preuve : On fait agir G sur lui-même par conjugaison.

⋆ Étape 1 : Montrons que p(G) =
k

n
. D’après la formule de Burnside :

k =
1

n

∑
g∈G

|Fix(g)|,
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avec, pour g ∈ G, Fix(g) = {x ∈ G | gx = xg} =: Cx (centralisateur de x).

Soit A = {(x, g) ∈ G2 | xg = gx}. Alors, p(G) =
|A|
n2

(par définition).

On écrit alors :

k =
1

n

∑
g∈G

|Cx|

=
1

n
|{(x, g) ∈ G2 | xg = gx}|

=
1

n
|A|

= np(G).

Donc :

p(G) =
k

n
.

⋆ Étape 2 : Montrons que [G : Z(G)] ⩾ 4, où Z(G) est le centre de G.
Comme G n’est pas abélien, il existe x ∈ E tel que Cx ̸= G. On a donc [G : Cx] ⩾ 2.
Ensuite, on a Z(G) < Cx, et Z(G) ̸= Cx, car x /∈ Z(G). Donc [Cx : Z(G)] ⩾ 2.
Donc :

[G : Z(G)] = [G : Cx][Cx : Z(G)] ⩾ 4.

Donc :

[G : Z(G)] ⩾ 4.

Donc |Z(G)| ⩽ |G|
4

.

⋆ Étape 3 : Montrons que p(G) ⩽
5

8
.

Si x ∈ G, on sait que x ∈ Z(G) si, et seulement si Cx = G. Donc :

x /∈ Z(G) ⇐⇒ [G : Cx] ⩾ 2 ⇐⇒ |Cx| ⩽
1

2
|G|.

En outre :

|A| =

∣∣∣∣∣ ⊔
x∈G

Cx

∣∣∣∣∣
=

∑
x∈G

|Cx|

=
∑

x∈Z(G)

|Cx|+
∑

x∈G\Z(G)

|Cx|

=
∑

x∈Z(G)

|G|+
∑

x∈G\Z(G)

|Cx|

⩽ |G||Z(G)|+
∑

x∈G\Z(G)

1

2
|G|

⩽
|G|
2

(2|Z(G)|+ |G| − |Z(G)|)

⩽
|G|
2

(|G|+ |Z(G)|)

Étape 2

⩽
|G|
2

(
|G|+ |G|

4

)
⩽

5n2

8
.

Par conséquent :

p(G) =
|A|
n2

⩽
5

8
,

ce qui achève la preuve.
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